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En la Reunién Anual de la Unién Matemdtica Argentina realizada en
19688, en Bahia Blanca, hemos dedo en términos de su relacién de
precedencia una caracterizacién de los “"graefos adjuntos” de
multigrafoe dirigidos (4).

Posteriormente hemos considerado, entre otras nociones ligadas
con la precedente, la de "grafo k-adjunto” (5).

En este trabajo nuestro objetive es formular, para el caso de
multigrafos carentes de entradas y de salidas, una caracteriza_
cién de los k-adjuntoes y de los k-adjuntos méximoe, expresade en
forma similar a la dada en los trabajos citados, para k=1.

1) En lo que sigue supondremos conocida la terminologia bésica de
la Teoria de Grafos y consideraremos, bajo el nombre de
multigrafoe, configuraciones dirigides que pueden tener bucles
o arcos paralelos. Cuando no quepa la existencia de arcos
paralelos serdn designados grafos.

Un camino de longitud L, ( o més brevemente un L camino ) es
una sucesién de arcos C: ui, uz, ..., ur tal que el vértice
final de ui coincida con el inicial de us+1, 1 <= i <= L-1.
Admitiremos, ademés, que cada vértice define un gcamino pulo.

Dado un L-camino C: ui, uz, ..., ur, el vértice inicial de ui
¢ el h-camino ui, uz, ..., un se dird h-subcamino inicisl

de C, & <= h <=L.

Anélogamente, el vértice final de ur o el h-camino

UL-h+1, ..., urL €8 el h-subcamino final da C, © <= h <=L.

En particular, el vértice iniciel (final) de cada arco es su
O-subcamino inicial (final).

Dado un camino C: ui, u2, ..., uL, 81 p ee el vértice inicial
de ui y q el vértice final de ur diremos que C _lleva desde

o hasta g 1lo notaremos C: p -> q.

81 p # 9, C o8 abierto, caso contrario es cerrado (en p).
Estas nociones no se aplican a caminos nulos.

Dos L-caminoe distintos, L >= 1, cuyos respectivos vértices
iniciales y finales coinciden se dirédn caminos paralelos

de longitud L (o L-paralelos).
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2)

Si ademde sus respectivos primeros arcos o sus respectivos
iltimos arcoe son distintos se dirédn egtrictos.

Es claro que no cabe la consideracién de caminos O-paralelos,
que ei G carece de entradas (o de salidas) y admite caminos
h-paralelos, también admite caminos h’-paralelcs, para todo

h’ > h, que dos arcos paralelos son caminos l-peralelos
estrictos y que un par de caminoe L-paralelos no estrictos
contiene al menos otro de caminos L -paralelos estrictos, para
algin L < L

Dado un multigrafo G, el k-adjunto de G, k >= 1, es el grafo
k@ cuyos vértices son los k-caminos de G y cuya relaciétn de
precedencia Festd definida por ye[(x) si y solamente si el
(k-1)-subcamino final de x coincide con el (k-1)-subcamino
inicial de y. Para k = 1 lo denominaremoes adiunto y lo
notaremos también A(G).

Un grafo es k-adiunto sl y solamente si es isomorfo al
k-adjunto de algun multigrafo G.

De laes respectivas definiciones se tiene:

I) En G estédén representados todos los L-caminos de G con
L > k v 86lo ellos. Por lo tanto, si G carece de tales
caminos G = @.
81 G carece de entradas (o salidas) %G = ¢, cualquiera sea
k >= 1.

Por otra parte, %G tiene entradas (salidas) si y s6lo si en
G existen entradas (salidas) que eson vértices inicial
(final) de L-caminos con L >= k.

1I1) S1 (V, ) = ®G, y € T4(x), 1 <= 1 <=k, 81 y 86lo 81, en G,
el (k-i)-subcamino inicial de y coincide con el
(k-1)-subcamino final de =x.

En particular, v € Tk¥(x)sl y 86lo 8i, en G, el vértice
final de x es el vértice inicial de y.

I111) Si en un multigrafo G se eliminan todoes los caminos de

longitud menor que k, no contenidos en otros de longitud
mayvor o igual que k, se obtiene un multigrafo Gi tal que
kG=kG, .
Ademéds, si Gi contiene varias entradas (salidas) la
identificacién de todae ellas en una Gnica lleva a la
construccién de un multigrafo Gz que satisface kGi1=kGz,
para todo k >= 1.

1V) Cada camino C de G, de longitud L >= k, define en XG un
camino C° de longitud L-k y reciprocamente. C° es cerrado
81 v 86lo 81 el k-subcamino final de C coincide con su
k-subcamino inicial. En particular, un vértice de *G es
soporte de un bucle sl y 86lo 8i el vértice representa a un
camino compuesto por k reiteraciones de un bucle de G.

En (5 cap. VI} hemos visto que el grafo k-adjunto de G
coincide con el que se construye a partir de G, aplicando k
vecese el operador de adjuncién. Mde precisamente y supuesto
que G=0G=AC(G) la nocién de k-adjunto también puedse darse
por recurrencia poniendo:

kG = AK(G) = A(AkR-1(Q)) = AR-1(A(G)), para k >= 1.
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Asi entonces :

V) Si H ee k-adjunto, también es h-adjunto para todo

1 <= h <= k y el k-adjunto de un h-adjunto es al menos
{h+k)-adjunto.

Ejemplo:
J o)
ey 0
A
) ¢ £ J G

>.¢g Al (G)

Otra propiedad que utilizaremos reiteradamente es la
siguiente:
Vi) 61 G carece de entradas y salidas a caminos h-paralelos
(h-paralelos estrictos)de G pueden asociarse, canénicamente,

caminos (k+h)-paralelos ((k+h)-paralelos estrictos) en su
k-adjunto y reciprocamente.

Nétese que para lo afirmado en VI), la existencia de entradas
(salidas) s6lo es significativa si G carece de k-caminoe con

vértice final (inicial) en el vértice inicial (final) de cada
par de caminos h-paralelos.
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Lo puntualizado en III) nos lleva a la sigulente nocién:

Un multigrafo se dird k-respsumido, k >= 1, si carece de ceminos
de longitud L < k, no contenidos en otros de longitud L™ >= k
y contiene a lo sumo un vértice de entrada y a lo sumo un
vértice de salide.

En particular, G es l-resumido (o mds brevemente, resumido) ai
carece de vértices aislados y contiene a lo sumo una entrada y
una salida.

Si H es el k-resumido obtenido a partir de G, eliminando arcos
e identificando vértices de acuerdo a lo visto en 1I1I), se
dird k-resumen de G.

Un multigrafo G es k-xaiz de H, k >= 1, sl y e6lo si H es
isomorfo al k-adjunto de G. En lugar de l-ra{z diremos prafz.

Para demostrar gque todo k-adjunto admite infinitoe k-raficee no
isomorfos basta elegir uno de ellos e incorporarie vértices
aislados.

Antes de estudiar bajo que condicicnes se da la unicidad,
recordemos el siguiente resultado vdlido para k = 1

(Aigner (1), Chiappa (5)).

VII) El1 adjunto H admite un Gnico multigrafo raiz (a menos de
isomorfismo) si y s6lo si estos ss toman exclusivamente en
el conjunto de los multigrafos resumidos.

As{ entonces, dos multigrafos resumidos no isomorfos tienen
adjuntos no isomorfos.

Una afirmacién andloga no es védlide para k >= 2. En efecto,
loe siguientes 2-resumidos :

< D

tienen por 2-adjunto un par de vértices aislados.

No obstante, de las consideraciones gque siguen se tiene que
una afirmacién similar a VII) puede darse también para k >= 2
81 nos limitamos a considerar k-adjuntos que tienen a lo sumo
un vértice de entrada y otro de salida (ver IX).

De VII) y de la correspondancia biyectiva entre arcos de
entrada (de salida) de G y vértices entrada (salida) de su
adjunto se tiene:
VIII) Un grafo adjunto H tiene (a menos de isomorfismoes) un Gnico
multigrafo raiz sin vértices aislados 8i y 86lo 8i H tiene
a 1o sumo una entrada y a 1o sumo una salida.
Con més generalidad y aplicando reiteradamente VIII) se tiene:
IX) Un grafo H = G, k >= 1, se tiene (a menos de isomorfiemos)
un Unico multigrafo k-raiz, k-resumido sl y s86lo si H tiene
a lo sumo un vértice de entrada y a lo .sumo un vértice de
salida.

Convengamoe que un grafo se diréd k-adiunto méximo ei es
k-adjunto pero no es (k+1l)-adiunto.
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3)

X) Sea H = %G un grafo gue tiene a lo sumo una entrada y a lo

sumo una salida. H es k-adjunto méximo 8i y s6lo 8i G no es
adjunto.
En efecto, 81 G es de la forma A(G"), H = k+1@", y por lo
tanto no es mdximo. Para demostrar la reciproca notemos
previamente que por lae hipétesis sobre H y IX) resulta que
G -excluidas sus eventuales componentee no significativas-
estd univocamente determinado. S! H no fuese k-adjunto mdximo
existird algin Gi1 tal gque H = k+1G; peroc entonces, por la
unicidad de G se tendria que G = A(G:i).

La propiedad X) no puede extenderse al caso de adjuntos con
dos o méds entradas (salidas). En efecto, el adjunto del

multigrafo propiamente dicho (::ki:::::::::g es tamblén
k-adjunto de(:><:::::i para todo k >= 1.

Del ejemplo anterior y también del dado en pédg. 67 de (5)
resulta que de H = Gy y H = k+1Gz no puede deducirse que Gi
es adjunto de Gz.

En lo que sigue nuestro interés serd el de buscar, para el
caso de grafos carentes de entradas y salidas, una caracte_
rizacidén de los k-adjuntos en términos de su relacién de
rrecedencis, similar a 1a hallada para k = 1 en (4), (5).
Reccrdemos previamente que en (5 cap. IV) hemos demostrado los
dos resultados que siguen.

Proposicitn A

Dada una relacidn[CVxV las siguientes propiedadee son
equivalentes:

-1
a) = e [of

-1
by = {_J Te F(x) X M(x) , donde S = {x/ [(x) = #}, con

xeV~-8 -3
clases i (x) (resp. fe [(x)) coincidentes o
diejuntas dos a dos.
c) Si contiene tres elementos del conjunto {x,y} x {z,w} (no

necesariamente {x,yIN{z,w} = @) también contiene al cuarto.
d) Si r(xYnity) = entonces [(x) = [(y).

Eroposicion B
Un grafo H = (U, ') es adjunto de un multigrafo G = (X,U) ei y
sblo Bi
-1
M= fefle T
Obviamente, las distintas equivalencias indicadas en Prop. A

permiten enunciar otros criterios de caracterizacién, védlidose
también para grafos infinitos.
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Los relativos & b), c¢), d) fueron formulados, respectivamente,
en loe trabasjos de Harary-Norman (8), Heuchenne (7) y Berge
(3). Detalles més precisos al respecto y referencias a otras
caracterizaciones pueden hallarse en (5 cap. IV).

-1
Las relaciones R tales que R = R e R o R 8e dirén

Ellas fueron denominadas por Heuchenne (7) “relaciones
cuddricas” y por Berge "relaciones semifuncionales” en (3) y
"aplicaciones multivocas semiunivocas” en (2).

Llamaremos h-ésima_condicién de Heuchenne a la siguiente
generalizacién de c) de la Prop. A: Si hay caminoe de longitud
h de la forma p->r ; p->8; @->r también hay caminos q->s de
longitud h.

Veamos ahora que si H = 3G, en H se satisface la i-ésima
condicion de Heuchenne. En efecto, si en H hay un i-camino
desde P hasta R, en G el vértice final del i-camino P coincide
con el inicial del i-camino R {ver II). Asi entonces, la
existencia en H de los i-caminos P->R; P->S; Q->R implica que
en G el vértice final del camino Q coincide con el inicial del
S v que por lo tanto en H existe un i-camino @->S.

De lo precedente, de V) y del hecho de que en (V, [) se
satisface la i-ésima condicién de Heuchenne si y ab6lo ei 1 es
de adjuncién, ese tiene la :

S{ H = (V, ) es k-adjunto entonces en H se satisfacen las
primeras k condiciones de Heuchenne o lo que es equivalente,
fr es de adjuncién para todo 1 <= h <= k.

La reciproca de la afirmacién anterior es vdlida para k = 1
(ver Prop.B), pero no para el caso general.

En efecto, 81 H = (V, ) es el adjunto del multigrafc
constituido por does o més bucles de igual soporte se tiene que
r*+ es de adjuncién para todo i >= 1, atn cuando X) permite
inferir que H no es 2-sdjuntc.

Otro adjunto que no es 2-adjunto aun cuando r2 as de
adjuncién, es el siguiente:

@/.’.__.,}»@

Que H no es 2-adjunto resulta de observar que H es adjunto de
un multigrafo propiamente dicho y como ningin multigrafo
propiamente dicho es adjunto, por X) se deduce que H es
adjunto médximo.

De otra forma: si H fuera 2-adjunto de algin G, entonces, en G
sus tres caminos de longitud 2; d,e,f tendrian un mismo
segundo arco, ademéds e y f tendrian un mismo primer arco y en
consecuencia valdrisa e = £f.

Si se modifica el ejemplo enterior anulando el arco (f,g8) se
obtiene un Hi que es adjunto de un grafo no adjunto. También

ahora 2 es de adjuncién atn cuando, por X). Hi no es
2-adjunto.
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Destaquemos que la nocidén designada "n-ésimes condicidn de
Heuchenne” en (B) y en {2) no coincide con la nuestra, pues en
dichos trabajoe se presupone que los caminos involucrados en
la definiclén carecen de vérticeas interiores comunes.
Refiriéndoese a ells, en (8) se afirma: "en un grafo se
satisfacen las primeras k condiciones de Heuchenne si y sélo
el el grafo es k-adjunto”

El ejemplo dado en pdg. 71 de (5) demuestra que esta afirma_
cién e8 errénea. Para ver gque también es falsa admitiendo
caminos con vértices interiores comunes, basta recordar que la
reciproca de la Prop. C no vale.

Lama 1

Sea G = (V, A) un grafo sin entradas ni salidas y H = (W, [)
su k-adjunto, k >= 1. C es adjunto el y 86lo 8l [k+1 es de
adjuncién.

Demostracidn.

Como G carece de entradas y salidas existen, en G, k-caminos
con vértice final a,b (inicial ¢,d), cualesquiera sean
a,b,c,d. Notemos con a , b ( ¢ , d ) uno cualeasquiera des tales
k-caminos.

Si G es adjunto A(a)1 A(b) # g implica A(a) = Al{b) ¥
entonces, 8i { ¢ , d }CTk+*1(a) y d € rk+1(h) también

c €fk+1(b), luego [k+1 es de adjuncién.

Por otra parte, por Prop. A yv Prop. B, G es adjunto si y s6lo
8l carece de subgrafos inducidos de la forma a::::::wc

b—3d.

Si G admite dicho eequema d € [¥k+1(g)n r*+1(b) ;
c € [k+3(g) ; o ¢ rx+i(b) y [**! no es de adjuncién.

Llamaremos gingular a toda relacién R tal que
| R(x)NR-2(y) | <= 1, cualesquiera sean x,y (no necesarisa_
mente distintos, relacionados o no).

Asi R = [ 1 es no asingular si y =6lo s8i en (V, ) existen
vértices u,v,p,q; u # v; tales que {u,vicri(einr-1(a.
Notemos que : a) cualguiera sea R:R® = I es relacién de

adjuncién singular;
b) si rJ es no singular, (V, [) admite caminos
23-paralelos
De II) resulta el siguiente

Lema 2

S1 H=%G = (V, T)y r* es no singular, G tiene caminos
k-paralelos.

Si en G existen pares de caminos k-paralelos cuyos vértices
iniciales y finales son, respectivamente, vértices final e
inicial de algin k-camino, entonces vale la reciproca.

Corolarico : S1 H = (V, ) = A(G) carece de entradas y salidas,

G es multigraefo propiamente dicho si ¥ s86lo si T
es no singular.
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Asi entonces, un grafo adjunto carente de entradas y salidas
podrd ser k-adjunto con k >= 2 s8lo sl su relacidén de
precedencia es singular.

En lo que sigue, salvo indicacién expresa, nos limitaremos a
considerar configuraciones carentes de entradas y salidas.

De los ejemplos dados a continuacién se infiere que para
decidir si (V, ) es k-adjunto méximo no bastard, ni alGn
restringiéndose al conjunto de los multigrafos sin entradas ni
salidas, conocer si lae distintas %, 1 € {1,2,...,k+1} son o
no de adjuncién v singulares o no singulares. La tabla resume
las caracteristicas de [, 2, 3, supuesto que [ es la
relacién de precedencia del grafo 2-adjunto de cada uno de
los siguientes O,P,Q,R,S.

)
. 7
\Q -

\V/

H=(V.r ) | ﬁ l_ ’

I H=20 “adjunc. eingulafgaddunc. singulariino adj. no sing. ;
l H=2p “ " no singular " "

l H=2Q “A . " . o -

l H=2R H " " " adjuncién *
R — -
Lema_3 ]

Sea H = (V, [) carente de entradas y salidas. Si [h es
singular, entonces (! es esingular para todo i <= h.

La demostracién resulta de reiterar h-1 veces el siguiente
argumento:

sl [ hr~1 fuese no singular existirian vértices x,y,u,v; u # v;
tales que {u,vis rr-3(x)n r-(r-2)(y), pero entonces eligiendo
X1 € r-3(x); yi1 € [(v) se tendria {u,v}Erhtxai)n r-r(yi1) en
contradiccién con la hipbtesis.
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Que la existencia de entradas o salidas invalida la afirmacién
anterior resulta del siguiente ejemplo, en el cuel [ 2 es
singular, pero {no lo es.

S1 H = (V, ) ein entradas ni salidas es adjunto de un grafo
G = (X, A) entonces:

a) fes relacién de adjunciédn singular:

b) 3 es de adjuncién si y s6lo si AJ9-1 es de adjuncién,

J >= 13
c) 81 19 es no singular, AJ es no singuler;
d) 8l A2 es no singular, en H existen vértices
X,¥,ui,uz2,vi,vz;
ur # vii uz £ va; uz € [(ui) ; vz € [(vi) ;
uz € [(vi) ;
va £ [(u1) 3 {ul,vi} € 7I(x)qF-3+2(y)

{uz,v2}C rI+*3(x)nr-3(y); -
e) 81 AJ es no singular, [J+1 es no singular, J >= 1.

I.o afirmado en a) resulta del Lema 2.

51 convenimos en indicar cada arco de G por u = (ui,ur) gse
tiene que b € fJ(a) equivale a bs € A JI-1(az). Luego, si rd
ea de adjuncidén también lo es AI-1 .

La carencia de entradas y salidae permite deducir la recipro_
ca, y con esto demostrar b).

Con lae notaciones convenidas y puesto que G es grafo, si

u # v entonces us # vi 0 ur ¥ ve.

Supuesto que w1 # vi de {u,viCrd(pINfr-9(a) resulta:

fui,va}C AJ(p1)N A~9(Q@1) v en consecuencia también AJ es no
gingular. Si ui = vi Be razona en forma similar para usz,ve,
Pr,qr ¥y esto demuestra c).

Por la hip6tesie de no singularidad hecha en d) puede
afirmaree que en G existen vértices u,v,p,q; u # v tales que
{u.vICAI(P)NA~I(q) v de esto resulta la existencia de
J-caminoe de la forma p->u; p->v: u->q; v->q. 81 ui ; vi son,
respectivamente, los arcoe finales de los dos primeros caminos
Y uz ; vz loe arcos iniciales de los doe restantes tendremos
que ui # vi; uz £ ve; u2 € [(ui) ; vz € [(vi) ; uz é€[(vi) ;

vz £ [(u1). Ademés, la carencia de entradas y salidas permite
suponer que p(q) es vértice final (inicial) de un sarco x{y);
eventualmente x=y. Por lo tanto, {ur,vilC rI(x)n r-3+1)(y);
{uz,v2)ord+1(x)Nr-3(y). Para verificar e) basta recordar d) vy
elegir cualquier z € (y).

Notemos que en Lema 4 nada se afirma respecto de la singula_
ridad de AJ cuando [ 9 es singular vy [9*1 es no singular.
Ls considerncién de los 2-adjuntos de los precedentes O y P
permiten ver que pueden presentarse ambas situaciones.



En efecto, ei A ( ) es la relacién de precedencia del adjunto
(2-adjunto) de O se tiene que [2 es singular y ambas 3 , A2
son no singulares. Por otra parte, al considerar el adjunto y

el 2-adjunto de P resultan : Ay [ singulares, mientras que [ 2

es no singular.

Propoaicitn D

Sea H = (V, ) el k-adjunto, k >= 1, de un multigrafo G

carente de entradas y salidas.

a) r* es singular para todo 1 <= [k/2] o lo que es
equivalente,si 2i<=k;

b) 81 G carece de caminos N-paralelos, N >= 1, 1 es singular
para todo 1 <= [(k+N)/2].

c) ei G admite caminos M-paralelos, M >= 1, [ % es no singular
para todo i >= [(k+M+1)/2].

a) El caso k = 1 es verificado pues [© = I es singular.
Supongamos k >= 2; puesto que y € [ (x) , 1 <=1 <=k,
significa que, en G, el (k-i)-subcamino final de x coincide
con el (k-i)-subcamino inicial de y, se tiene gque [ ea2 no
singular s6lo si 2(k-i) < k. En consecuencia, 21 <= k, i
es singular.

b) De V1) y la hip6tesis resulta gque H carece de.caminos
(N+k)-paralelos. Si 1d fuese no singular para algun
J <= [(k+N)/2), entonces H tendria caminos 2j-paralelos con
2J <= k+N. Luego, ei i <= [(k+N)/2],r* ee singular.

c) Visto que todo par de caminos L-paralelos contiene caminos
L -paralelos estrictos con 1 <= L'<= L para demostrar c)
podemos suponer que los caminos M-paralelos en considera_
cién son estrictos. Sean ellos di y dz, ambos de la forma
p->q, con sus respectivos primeros arcos distintos. En
forma similar se razonaria gi di y dz tuvieran sus
respectivos Gltimoe arcos diferentes.

De H k-adjunto de G, sin entradas ni salidas, resulta gue
G contiene al menos un k-camino x(y) de vértice final p
(inicial q); no necesariamente x#y, x#da, y#ds, 1 € {1,2}.
En H, ver VI), a los caminos di y dz corresponden caminos
(k+M)-paralelos de extremos x,y.

Si1 k<=M, di y dz tienen sus respectivos k-subcaminos
iniciales distintos, los designaremos zi, z2. Por 1l) se
tiene que

{(z1,z2}Ck(x) ; v € (M(z1)N H(zz). Sea t el menor de
los 8 tales que [ ®(zi1)N[*(zz) # ¢ ; es claro que t <= M
y que cualquiera sea la paridad de k+t resulta [ 9 no
singular si:

J >= ((k+t+1)/2]. Por lo tanto, por Lema 3,

el 1 >= [(k+M+1)/2], L+ es no singular.

Supongamos ahora k > M.

Si k-M es par (también lo es k+M) el ((k-M)/2)-subcamino
final de x,vy el ((k-M)/2)-subcamino inicial de y permiten
extender di1 y dz a un par de k-caminos dietintos wi, w2
tales que :

{wi,w2}S M (x)NTr-2(y) con i = k-(k-M)/2 = [((k+M+1)/2].
Por lo tanto, [ * es no singular para todo

i >= [(k+M+1)/2].
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El caso k=M puede incluirse también en este andlisis.

51 k-M es impar, el ((k-M+1)/2)-subcamino final de x, vy el
({(k-M-1)/2)~subcamine iniciasl de y permiten extender di y
dz a un par de k-caminoe wi y wz tales que :

{wi,w2}C [3(x)N [ ~™(y), para J = k-(k-M+1)/2 =

= [(k+M-1)/2]:; m = k-(k-M-1)/2 = j+1. Tembién ahora se
tiene quel* es no singular cualquiera sea i >=
[(k+M+1)/2]7.

Corelario 1 : S1 (V, 7 ) no tiene entradus ni salidas y es
k-adjunto de un multigrafo que admite caminos
k-paralelos, pero no paralelos de longitud
menor, entonces 1 es singular para i <= k-1 y
no esingular para i >= k.

Consascuencia directa de las cotas dadss en b) y ¢J.

Corplarino 2 : Sea G un multigrafo que carece de entradas y
salidas y (V, ) Bu k-adjunto. G admite caminos
M-paralelos estrictos, para algin Me{1,2,....,k)
8l v 86lo 81 hay alguna 31 , 1€{1,2,...,k} no
sBingular.
En efecto, si existe alguna '+ , 1 <= i1 <= k no singular; [k
o8 no singular entonces G admite caminos k-paralelos (ver Lema
2) y pror lo tanto M-paralelos estrictos para algin M <= k.
Reciprocamente, si existen caminos M-paralelos con M <= k,
como en tal caso [(k+M+1)/2) <= k por la cota dada en c¢)
resulta que al menos [ * es no singular.

Los k-adjuntos de (::}<::::::::;., k >= 1, son isomorfos a

Ty y esto demuestra que sl se admiten entradas
0o salidas 1la cots indicada en Prop. D : ¢c) no es véadlida.
Tampoco lo son las de Prop. D : b), c) para el adjunto de:

V|

Observemos que =i no se toma en cuenta la carencia de caminos
L-paralelos la cota indicada en Prop. D : a) no es mejorable;
puens en tal caso nada general podria afirmarse respectc de la
ringularidad de [* cuando i >= 1+(k/2].

Para verificar esto consideremoes los k-adjuntos de los
sigulentes grafos

Lo O L O

G: admite caminos 2-paralelos estrictos, su k-adjunto tiene
k+2 vértices y para i = 1+{k/2]), es singular, si k es impar y
no singular, si k es par.

En cambio, Gz carece de caminos 2-paralelos y admite 3-para_
lelos estrictos y en su k-adjunto 1 es singular para

i = 1+[(k/2] y no singuler 8i i1 = 2+[k/2], cualquiera sea la
paridad de k.

PY LN d

raad
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Los resultados anteriores también pueden deducirse a partir de
3) en la proposicibédn que sigue.

Para aplicerla convengamos que r = [(k+M-1)/2]; 8 = 1+{k/2].
Si M=2, r < s88i1 kes par y r = 8 en caso contrario. Luego,
para G1 [* con 1 = 8 serd singular si k es impar y no
singular 8i k es par.

S1 M = 3, r = 8 cualgqulersa sea la paridad de k v en
consecuencia, para Gz, * es singular si i <= 1+{k/2] y no
singular en caso contraric, sin importar la paridad de k.

Si H=(V, ) es el k-adjunto de un multigrafo G cerente de
entradas y salidas, entonces
1) 1% es relacién de adjuncién para 1 <= k y ademés:
a) 81 G es grafo, [ %+l es de adjuncién si y 86lo Bi G es
adjunto;
b) si G es multigrafo propiamente dicho, rk+1 puede o no
ser de adjuncién;
2) 81 G es grafo, [ 1 es singular para i <= [(k+1)/2];
3) 81 G es grafo gque admite caminos M-paralelos, M >= 2, pero
carece de M -paralelos con M° < M, 1 es no singular para
i > [((k+M-1)/] y singular para i1 <= [(k+M-1)/2];
4) 81 G es multigrafo propiamente dicho, [ es singular parsa
1 <= {k/2} v no singular para i1 > {(k/2].

Demostracidn.

Lba validez de 1) resulta de 1a Prop. C, del Lema 1 y de
considerar los 2-adjuntos de los multigrafos @ y R.

Las afirmaciones 2) y 3) son consecuencia directa de b) y c)
en la Prop. D. Las cotas indicadas en 4) se obtienen de a) y
c) de Prop. D.

Lema 5

Si H = (V, [) carece de entradas y salidas y [ 1 es una
relaciébn de adjuncién singular para todo i1 <= k, entonces
queda univocamente determinada (a menos de isomorfismos) una

sucesién de grafos resumidos H = Ge, Gi, G2, ..., Gr
( G+ = (X1, A1 )) tales que

para J € {©¢,1,...,k-1}, Gs es adjunto de Gs+1.
Demostracidn.

De las hip6étesis, aplicades para k = 1, Prop. B : IX) yv Lema 2
Corolario resulta que H es adjunto de un grafo resumido
univocamente determinado Gi = (X1, A 1).

51 ademés k >= 2, de las hip6tesis sobre [ 1, i <= k, y Lema 4
b), e) mse deduce que

I
Oy es de adjuncién singular para todo J <= k-1. En este
caso, el mismo razonamiento anterior, aplicado a Ai, permite

inferir la existencia de un unico grafo resumido Gz del cual
Gi1 es8 adjunto.

La reiteracién del argumento anterior lleva a determinar la
sucesiétn indlcada. Asi entonces H = XGik.

Proposeicion F

Sea H = (V, ') un grafo carente de entredas y salidas tal gue
1 es relacién de adjuncién singular para todo 1 <= k.
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1) Si [ %+1 no es de adjuncién, H es k-adjunto de un grafo Gr
resumido no adjunto, tnico a menos de isomorfismo.

2) 81 [ k+1 ep de adjuncidén, H es k-adjunto de un grafo Gx
adjunto, resumido o lo que es equivalente, (k+1)-adjunto de
un multigrafo resumido, Gnico a menos de isomorfismo.

3) 51 [ k+1 &g de adjunciébn no eingular, el adjunto Gx admite
caminos paralelos de longitud L >= k+2, carece de caminos
L-paralelos con 1 <= L <= k v puede o no admitir caminos
(k+1)-paralelos.

Demostracién.

Para 1) y 2) basta aplicar los Lemas 1 y 5.

Veamos shora 3)

por 2) sabemos gue H = ¥Gx. S1 Gk careciers de caminos (k+2)-
paraleloe, por la cota dada en b) de Prop. D se tendris que
[t es singular para todo i <= k+i, en contradicciébn con lo
supuesto. Si Gk admitiera caminos L-paralelos con L <= k,
tomando L = k y por Prop. D : ¢) 1

seria no singular para todo i >= k, esto es ¥ seria no
singular, en contradiccién con lo supuesto.

Que nada puede afirmaree respecto de la existencie de caminos
(k+1)-paralelos resulta, para k = 1, de elegir como H los
2-adjuntos de los multigrafos R y S dados. Més precisamente,
s8i H = 2R, Gi1 = A(R) que tiene caminos 2-paralelos; en cambio,
81 H = 25, G1 = A(S) que carece de tales caminos.

Remarquemos que en la Prop. 8.3.5. de (5) debe sustituirse
"entonces H ea k-adjunto de un grafo" por "entoncea H es
k-adjunto de un multigrafo" y que previa tal correccién y el
cambio de k por k+l dicha asercién coincide con 2) de Prop. F.
Andloga correcciétn debe efectuarse en 6.3.6. del trabajo
citado.

Proposicion G

Sea H = (V, [') un grafo sin entradas ni salidas tal que [ 1 es

relacifn de adjuncién para 1 <= L, que ademés es singular para

1 <= h <= L v no singular para i > h. En tal caso :

a) si1 L >= 2Zh+1l, H es k-adjunto, con k € {2h, 2h+1}, de un
multigrafo proplamente dicho;

b) 81 L = 2h, H es L-adjunto de un multigrafo propiamente
dicho o bien de un grafo que es adjunto si y sélo si [ L+1
es de adJjunciéng

¢) el 1 <= h <= L < 2h, H es L-adjunto de un grafo que es
adjunto s8i y 86lo 81 [ L+1 es de adjuncién.

Demostracioén.

Recurriremos reiteradamente s VI), al Lema 4 v & la sucesién
de grafos H = Ge, Gi, G2, ..., con Gi1 = A(Gsi+1) construida en
el Lema 5.

Consideremos el caso a) : L >= 2h+1.

Tomando 1 = h+l y por 3) de Prop. F se tiene que H es
h-adjunto del grafo adjunto Gn que admite caminos L-paralelos
con L >= h+2, carece de L-paralelos con 1 <=L <=h y puede o no
contener caminos (h+l1l)-paralelos. '



Si h = 1 y G1 admite caminos 2-paralelos, Gi es adjunto de un
multigrafo propiamente dicho, del cual H es 2-adjunto. Caso
contrario, Gi = (X1, A1) es tal que A1 es singular y Gi es
adjunto de un grafo Gz que es adjunto pues por hip6tesis 3
es de adjuncién. Luego H = 2G»2.

Como [2 es no eingular, el Lema 2 permite deducir que A =z es
no singular y entonces H es 3-adjunto de un multigrafo propia_
mente dicho.

Queda asi demostrado el caso &), para h = 1.

S1 h = 2, Gz carece de caminos 2-paralelos y por lo tanto es
adjunto de un grafo Ga cuya condicién de adjunto es conse_
cuencia de suponer quel4 es de adjuncién ( 4 < L = 5 ),

Si G2 contiene caminos 3-paraleloe, Gz admite caminos 2-para_
lelos y H es 4-adjunto de un muitigrafo propiamente dicho.
Camo contrario, A3 es singular y Gz es adjunto de un grafo
Ga, que es adjunto pues [8 es de adjuncién. Como [ 2 es no
singular. en H existen {a,b}C r3(x)n r~3(y) de donde resulta
gque en Ga los 4-caminoe a, b tienen sus primeros (tltimos)
arcos colncidentes con el ultimo (primero) de x (v) y entonces
N4 €8 no singular.

Asi entonces, H es 5-adjuntc de un multigrafo propiamente
dicho.

En general, para h >= 3 y supuesto L >= 2h+1, reiterando los
razonamientos anteriores se construye la sucesién de grafos
adjuntos H = Go, Gi, ..., Gn+h-1. S1 Gn tiene caminos
{h+l)-paralelos, Gzan-1 es adjunto de un multigrafo propiamente
dicho. Caso contrario, Gzn-i1 es8 adjunto de un grafo adjunto
Gzn y como [ h+1 eg no singular, en H existen

{a,b}C r+1(x)Nr~(r+1>(y) y esto implica (por II) que en Gan
los dos arcos centrales de los caminos a, b determinan un par
de caminoe 2-parslelos. Asi entonces, Gzn es adjunto de un
multigrafo propiamente dicho y esto termina la demostracién
de a).

Consideremos ahora el caso b) : L = 2h.

El mismo razonamiento anterior permite construir la sucesién
H=Go, G1. ..., Gzn-1 de grafoes adjuntos univocamente
determinados.

Si Gn contiene caminos (h+l)-paralelos, Gzn~1 que es su
(h-1)-raiz contiene caminos 2-paralelos y H es 2h-adjunto de
un multigrafo propiamente dicho. Caso contrario, H ee 2h-ad_
Junto del grafo Gzn que es adjunto si y s6lo si [ L+1 es de
adjunciédn, por Lema 1.

S51o resta shora el caso ¢) : 1 ¢<= h <= L < 2h.

Fara h = L, aplicando el Lema 5 me tiene que H es L-adjunto
del grafo G y por Lema 1 resulta lo que se quiere demostrar.
En general, para h < L. < 2h el mismo razonamiento que antes
permite conatruir la sucesidn de grafos adjuntos

H= Geo, Gi, ..., Gun-1.

S1 Gr-1 tuviera caminos 2-paralelos, en Gn que es
(L-1-h)-adjunto de Gr-1 existirian caminos paralelos de
longitud L-h+1 < h+1l; absurdo por Prop. F : 3). Por lo tanto,
Ar--1 es mingular y H es L-adjunto del grafo Gr que es adjunto
el y 86lo 81 [ L+*1 eg de adjuncién (Lema 1).
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Por otra parte, visto que H es k-adjuntoc si y sblo si es
k'-adjunto méximo para algin k° >= k, los resultados ante_
riores pueden resumirse en los siguientes criterios de
caracterizacién.

Propaosicitén H

Sea H = (V, ') un grafo sin entradas ni salidas.

A) H es k-adjunto, k >= 1, 8i y 86lo 8l [* es relacién de
adjuncién para i1 <= k y singular para i <= [(k/2].

B) H es k-adjunto méximo de un multigrafo propiamente dicho si
y 86lo el se satisface A) y ademde H contiene caminos
(k+1)-paralelos.

C) H es k-adjunto, k >= 1, de un grafo si y sé6lo si carece de
caminos (k+1)-paralelos, ! es de adjuncién ei i <= k,
eingular para 1 <= h y no singular si 1 > h, para algin
entero h >= {(k+1)/2].

D) H es k-adjunto méximo de un grafo si y s86lo si se satisface
C) y ademéas r%*! no es de adjuncién.

Demostracion.

A) De Prop. E : 1), 2), 4) resulta que si H es k-adjunto,
entonces ! es de adjunciétn para i <= k y ademés singular
8l 1 <= [k/2).
La validez de la afirmacién reciproca se deduce de Prop.
G : a), b) aplicada a k = L.

B) Es consecuencia inmediata de A) y VI). _

C) Por VI) sabemos que si H es k-adjunto de un grafo carece de
caminos (k+1)-paralelos. Ademés, en tal caso, por Prop.
E : 1), 3) resulta que [* es de adjuncién singular para
1 <= h y de adjuncién no singular si 1 > h, para algin
entero h >= ({(k+1)/2].
Para verificar la reciproca notemos que de Vi), las
hip6tesis eobre las distintas potencias de I' y
h >= [(k+1)/2], la Prop. G : b), ¢c) aplicada a k = L
permite afirmar que H es k-adjunto de un grafo.

D) Imnmediatec de C) y Lema 1.

Corolario.

Un grafo (V, ') sin entradas ni salidas es al menos 2-adjunto
8l vy 86lo si [ es relaci6bn de adjuncién singular y 2 es
relacién de adjunciédn.

Este resultado coincide con el del Corolario de 4.4.3. en (6).

Notemos que si G se supone k-resumido, por IX) resulta que el
G a8 que se refiere la Prop. H estd univocamente determinado.
Volviendo & los multigrafos O,P,Q,R, puede verificarse que Q y
R son loe Unicoes cuyos 2-adjuntos admiten caminos J-paralelos;
que la informacién dada por la tabla incluye las distintas
poeibilidades indicadas en Prop. H, rara h = 1; k = 2 y que en
particular la consideracién de O y P demuestran que, al menos
para h = 1, la cota respecto de la singularidad indicada en c)
no puede mejorarse.

Por otra parte, como S eas adjunto de un multigrafo propiamente
dicho,25 ee 3-adjunto méximo y puede constatarse que su rela_
cién de precedencia satisface loe requerimientos indicados en
Prop. H para h = 1,k = 3.



Los "intervalos de singularidad” de las distintas [ 3%
indicados en Prop. H , en términos de h y k estén esquema_
tizados en la tebla que sigue :

Del andlisis de los i-adjuntos de @Q se

infiere que pueden presentarse todas las situaciones.
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