DETERMINACION DE PUNTOS DE BIFURCACION DE HOPF

H., Cendra. G. Itovich, R. Salthdg v A. Torresi

RESUMEN

En el presente articulo se realiza una agroxtmacidn simplicial
estable del borde de la zona de Hurwitz (borde de 1la zona de
estabilidad) en R‘. esto nos permite hallar mediante un método
sistematico el conjunto de puntos de bifurcacién de un sistema

de cuatro ecuaciones diferenciales dependientes de un par&metro.

INTRODUCCION

Dado urn sistema de n ecuaciones diferenciales lineales

dependientes de un parametro o e R" :
x = Ala)x, A(a) € LIR".R™), x e R"

nos interesa ver el comportamiento del polinomio caracterf{stico
Pla,s)= Pa(s) de A(a) cuando variamos o (1lamado pardmetro de
Ol furcacidnd.

En particular esta cuestidn es de interés cuando se trata de

hallar lcs puntos de equilibrio x°=xo(a) e R” de un sistema no
lineal! x = f(x,a) gue son puntos de bifurcacidn de Hopf. En este
caso tomando A(a) = Dx(xo.a). los vailores de o parea los cuales

xo(a) es un punto de bifurcacién de Hopf deben satisfacer la
siguiente condicidn necesaria: un par de autovalores no nulos de
A(a) deben ser imaginarios puros y el resto deben ser estables
ti.e. con parte real negativa). A su vez esta ultima cuestién se

puede encarar de un modo sistemAtico como sique, Pensando un
. . 2 n=1 tal
polinomio a(s) = ao + a’ s+ az S 4+ ... *+ a . s + s de Qrado
-
n . . . ,
n como un punto de R, se comienza describiendo la zona de HNurwitz
—n

H” (ver definicién I de §€1.). El1 borde de dicha 2zona M se

descompone como reunidn disjunta 9H" = aﬁ: U Oﬁ: » donde aﬁ?
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— . 2
consta de los polinomios de M que admiten un factor (s +A), A>O0.

Sea a(a,A) € R" el polinomio caracteristico de A(a). LLos puntos
dge bifuracidén de Hopf  son puntos de interseccidén de la
hipersuperficie dada paramétricamente por a(a,A), con aﬁ’. De

acuerdo con la informacidn que poseemons nNO existe un método
sistemAtico para encarar la solucidn numérica de eéste problema.

En el presente trabajo damos un método para n=4, basado en la
construccidon de una triangulacién estadble (i.e. contenida en HY)
de 0ﬁ:. Luego dicha triangulacién se interseca con una
triangulacidn de la hipersuperficie a(a,\). Finalmente, afinando

las triamgulaciones (o aproximaciones simpliciales) se obtienen

aproximaciones cada vez mejores de la solucidn.

Se debe hacer notar que el problema analogo para el Casu
de H?, a - aber hallar una triangulacidén estable de oH . es
relativamente trivial. En efecto se ve enseguida que un polinomio
a, * a s+ a, s + s? e A s1 y sélo si a, = a  a. donde

a . az>0. lLa triangulacién de oﬁase logra entonces facilmente asi:

Sea h > O dado, entonces los tridngulos de vertices P‘. Pz' P3
dados por

a_=mnn a_ = (m#1) n n’ a_=m (nt1) n’
P2 = . =m h Pz = al = (mxl1) h P9 = a‘ = m h

as =n h as =n h a, = (ntl1) h

. . =3
corn m, n enteros, m,n 2 0, forman una triangulacidén estable de M .

81. PRELIMINARES

Definicidn : Sea a(s) = a, + a s + a, s + oo + 8" € R[s) y
sean Aﬂ, Rz. ce e A“ € C las raices de a(s>. Diremos que al(s) es
un polinomico de Murwitz ¢ o estable) st Re[kt]<0. 1 = 142 ee. 4N,
Identificando a(s) = (a ,a . .o ' a ) = a e ®"
o 1 n-3
definimos:
H" = { aeR : aes un polinomio de Hurwitz )

al cual llamamos conjunto de Nurwitz.
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Observacién: Si a € H” entonces a,t > 0, i =20,1, ... o« N-1.

2 n . .
Dado af(s) = ao + a‘ s + az s + ... *+ 5, definimos
© 2 v
= a + a s +a s + ... + a s
a (s) o 2 4 21
(-] f
= a + a s + ,.. + a
a (s) 1 k] 2{+1

donde l=f=m si n=2m+l vy 1l=m, f=m-1 si n=2m.

Por ejemplo, si n=4, a°(s) = ao + az s + sz. a°(s)= a‘ + as S.

Diremos que a° y 5° tienen 1la prepiedad de entrelazamiento si

a® y a° tienen todas sus ralices reales y negativas y satisfacen
siguiente desigualdad

N

> L B

o
2

0> A% > °
1 1

> A% >
2

donde A: son las raflces de a° y Af las de a°.

En el caso n=4, esta desigualdad se reduce a

0 > A% > A% > a°.
4 1 2

Tenemos el siguiente resultado de Routh-Hurwitz. (Ver [2]).

Teorema I Las siguientes afirmaciones son eguivalentes:
. n
12 a € H .

1D a°, a° tienen la propiedad de entrelazamiento.

Nos interesa describir el conjunto H‘ Yy especialmente
frontera, gque notaremos aﬁ‘. Se puede deducir facilmente

Teorema de Routh-Hurwitz que:

a H4 si v s6lo si a(aa-a) - a a2 > 0, a>0,
1 29 i o 8 i

la

sSu

del

En lo gque sigue nos proponemos describir aﬁ‘. Para ello

. . =4
observemos primero que si a € H  entonces

2 8 Py
(1) a(s) = a + a s +a g +a g + &%=
o 1 2 3

= (s + ps +A) (s2 + b s + b )

1
0 equivalentemente con A, u, bo' b‘ 2 0

= +
{2) ao A bo az = A + u bl bo

a1 = A b1 + U bo a = u=+b
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Observemos que si a € H® entonces ai‘z O, i = 0,1,2,3.
Si uno o mas de los parametros A, u, bo’ b‘ se anulan, el
— .
polinomio a(s) correspondiente pertenece a 84 . Analizaremos a

continuacidn las diversas posibilidades utilizando (1) (=] (2).

a) 8i A=0, u, bo, b‘ > O tenemos a partir de (1), al(s) =
= 5 (s + u)(sz + b1 s + bo), o bien, de acuerdo a 2y, a, = O,
a = pb ,a = ub + b, a = u+b. Es facil ver que estas
1 o 2 1 o 9 1
ecuaciones determinan el conjunto

1}
X

B =(aeR': a =0, a<aa , a >0, i=1,2,3 )
1 o 1 29 i

b) Si A=u=0, bo’ b; > 0 resulta a(s) = s? (52 + b‘ s + bo)

a°=0, ai=0, a2=b°, a3=b1 y el polinomio pertenece a

B = ( a e R‘ st a =a=0 , a, a > 0 )
2 o 1 2 ]

€) 8i p=b =0, X, b > O entonces afs) = s (s + b‘)(sz + )

a =0 = = = i 1
o s a1 A b:' a2 A, a3 b1 y el polinomio pertenece a

B,=(aeR*: a=0, a=aa, a>0 i=1.2.3 )
9 o 1 29 i
d) Sia u=b°=b1=0. A> 0 el polinomio correspondiente es
2, 2
af{s) = s (s” + A) vy a0=ai=a9=0, az=k s luego a pertenece a
B = ( a e R‘ $ a =a=a =0, a > 0 )
4 o 1 9 2
) Si p=A=b =0, b > 0 , a(s) = 59(5 + b, Y a_=a =a _=Q,
o i 1 o 1 2
as=b‘. Luego a pertenece a
B = ( a e RrR* a =a =a =0, a > 0 }
5 o 1 2 3
Observacidén: a « Bk 1=k<3 si, v s6lo 51 a(s) = s b(s). donde b(s)
es un polinomio en H°. Indicaremos
s
aHz kyl Bk
Resulta asi
—
aHz = { a e R(s] : a(s) = s b(s), b(s) A }
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. - 2 2
) Si  u=0, A\, bo’ b‘ > 0 , a(s) = (s” + R)(s + b‘s + bo)

= = - + . =b a ertenece a
a kbO, a‘ Kb‘. a2 A bo as . Y [w}

©
4 2
- . -— bl = >0
T’ { a « R : a1(3233 ai) a a, o , a 3}
. 2 2 _
g) Si u=b‘=0. A, b0 > 0, a(s) = (8" + X)(s + bo). ao—kbo,
a =a =0 , a =\ + b entonces a pertenece a
1 9 2 )
= o 2 = = < 2 1= .
T2 = ( a € R : a =a, O, a, = (174) a,s at > 0 i=0,2 )}
. . 2
Por lo tanto, a € Tk. k=1,2 si, v s&lo si a(s) = (s + X)) bi(s)

donde b(s} € ﬁg. Llamaremos

—-“-:
aH’ Ti U Tz
Entonces
~8 2 —2
aH1 = { @a €« R{s] : a(s) = (8 + A) b(s) , bi(s) € H}

—b
De esta manera, la frontera 4 puede expresarse

it = oFT: U aﬁ: (unién disjunta)

Observaciones
1. Obtenemos B1 si hacemos b°=0, Ny, M. b1 > 0.

2.Si K=b°=0. iy b1 > O queda determinado el conjunto

4 2
= s = = <
A { aeR 1a =a, 0, a s (1-4) ags a,, ag > 0 )
contenido en Bz' Observemos también que Ez se obtiene haciendo
b°=b1=9 Yy Ay, 4 > O,
3. 8i A=b=0 , u, b > O resulta B_.
P o] 3
4. El conjunto Bs se obtiene si x=p=b1=0, bo > 0.
5. Si A=bo=b1=0, i > 0 queda determinado Bs'
6 .Podemos obtener el conjunto 71 si hacemos b1=0, A, u,b°> 0.

Finalmente ocbservemos gue Tz queda determinado unicamente por las

condiciones p=bi=0, A, bo > 0.

Nuestro primer paso hacia la aproximacidn simplicial estable
. . . . . S
de a4 indicade en la introduccidén, sera construir un prisma en el

espazio A, 200 b‘ el cual se dJdescompone en la reunidtn de una
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piramide de base triangular y una de base rectangular. Luego, se

prueba que la imagen por la aplicacion a = f(x,bo,b!) dada por

a = A b , a = A b . a = X + b , a =>b
o o 1 1 2 [« 9 1

transforma los vértices de cada piramide en los puntos de oM de
tal mocdo que son a su vez vértices de correspondientes piramides,
las cuales estam contenidas en ﬁ‘. Para ello usaremos el siguiente

resul tado conocido.{(Ver [(1]).

Teorema II Un poliedro estd contentido en H* st, y s=6lo st lo

estdn sus aristas. .

&I1.
Se =
Sea a (Kbo.Ab‘.A + bo.b’) € T1 Yy sean
Px = ((X+AX) b (A+AX) b A + AN + b ,b )
o 1 o' 1
P =
o (A (b°+Ab°) A bi.k + b° + Abo .b1)
P =
. (A bo.k (b1+Ab‘) A+ bo.b‘ + Ab‘)
P =
o1 (A (bo+Abo) s A (b1+Ab1) A+ bo + Abo.b‘ + Ab‘)
P.o= o+
s { (A+AN) bo.(K+AA) (b1+Ab1) JA + AN+ bo’b1 + Ah‘)

puntos de oH".

Observacién a = f{(xA,b ,b), P, = f(A+AA,b b ),
o 1 A o 1

Po = f(lqbo + Abo,b‘). +++» « EN lo que sigue, identificaremos (si
ello no da lugar a confusién) a = (K,bo.b’). Px = (A+Ak.b0,b’).
P = .

° (A bo + Abo’bs)' etc..

En primer lugar podemos verificar facilmente que los

segmentos P

] o PXPK1’ P°P°1. aPX, aPo, aP‘, P‘PA‘. P1P01 estan

contenidos en Ta' (Ver figura 1)
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A Figura 1
Pcr ejemple, consideremos el segmento PAPA1=
= - -<. S .
a(t) € F')\F’)u si, v sédlo si a(t) (F',u Pk) t o+ PA' Oost=1

Entonces,
att) = (ao(t),ai(t).az(t).a’(t)) =
= ((A+AN) bo.(k+AA) Ab‘ t + (A+AN) b‘,k + AN + bo.Ab‘ t + b‘)

2 =
Observemos que a‘(t) [az(t)as(t)-a‘(t)) - ao(t) aa(t) O. para
todo t € [0,1). Por lo tanto., a(t) e T’, para todo t e [0,1].

Andlogamente se procede con los restantes segmentos citados.

Examinemos ahora los segmentos P P .(Ver figura 11)

Apo Y PA: T

Figura II

Veamos por ejemplo el segmento Pkpo' Sea a(t) = (Po—P )t + P

A A

con O=t<l un punto de PXPO.
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altt) = (ao(t)’as(t)'az(t)'as(t)) =
((N Ab —=AX b ) t + (A+AX) b_,=AX bt + (A+AX) b , (Ab -AN) t +
o o o 1 1 o

+ X 4+ AN+ b b ) .
o i

Definamos

o 2 2 2
= - - a = b° AN AD (~—t +t)
px(t) a‘(t) [az(t)as(t) ai(t)] ao(t)ws(t) X °

Es claro que P P_ < A* s1, y s6lo si pp(t) 20V t e [0,1).

p;(t) se anula en t=0 y t=1, luego p:(t) > 0 6 pz(t) < 0O en (0,1).

p;(l Pero p:(t) > 0 en (0,1) &=

() o
de de
&= E?A (0) > O ¥ E?A (1) < O e

&> A\ Ab0 > 0.

Figura IXI

En conclusidn

ldem con el segmento P, P _ .
A1 o1

Ve PP . £ v
amos los segmentos PAP’ y PAP01 {Ver igura 1IV)

Figura IV

= -_ <t <
alt) PKPA > a(t) (P’ PX) t + PA' ostel
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a(t) = (ao(t)’ax(t)’az(t)'aatt), =
= (—AAx bo t o+ (A+AN) bo‘(k Ab‘*AX b‘) t + (X+AN) b‘.“Ak t + A+ AX
+ b ,Ab t + b }

o 1 1

Sea

1 2 -
px(t) = ai(t) [az(t)as(t)—a‘(t)) - ao(t)as(t)

= AN Ab { [(A=b ) Ab - b AA] (-t%+tDH + b (A+Ar-b ) (-tPet)y
1 [} 1 1 1 (3]

Nuevamente, PP < A s p;(t) >0, Vtel[U.ll.

Observemos que p;(O) = pi(l) = 0.
p’(t ta ‘u
X LN Px
" x“\\ “\\_/
o 1 v ) 1 t o 1 t
rawces =0, =g rairces Llzo(doble) rarcen t =0
t=1 t=i1(dcbl e
Figura Vv
Por lo tanto, p;(t) > 0, Yt e (0,1) ¢
ﬁwi dpi dp‘ dp!
bk > oe. og v < ()
G=p dth (O) =2 O vy dtx (1) < O o gt (O > O vy dtk (1) = 0O

Teniendo en cuenta la condicidén ya obtenida para el segmento

Pkpo’ es decir AX Ab0 > 0, podemos construir la siguiente tabla

Sg. AN sg. Ab_ sg. Ab PF < g
+ + + Az b
+ + - A+ AN <D
- - + A =b
o]
~ - - A+ AN Z b
(4]
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En cuanto al segmento P P°1‘se puede probar con calculos similares

A
a los ya realizados y con la hipodtesis adicional |Abo| = |Ab‘|,que
— —4 — —
P:\P1 < H = PAP01 c H

Luego, si se cumplen las condiciones indicadas en la columna
derecha de la tabla anterior autom&ticamente todas las aristas de
las piramides consideradas estan contenidas en ﬁ‘ v por
consiguiente usando el teorema Il resulta que dichas piramides

también estan contenidas en ﬁ4.

Observacién

Los mismos cAlculos desarrollados anteriormente parda a € T‘

son también validos si suponemos a € Bzu BSU B‘U Bs. Observemos
5
que kg& Bk se identifica con 6ﬁs, donde B3 = Oﬁf (tapa de ﬁa)
mientras B U B UuUB = 8ﬁ3 (base de ﬁa).
2 4 s 2
Conmo a € T + )
(A bo.x bi.x bo'ba)’ los conjuntos 82, BS.

B‘. B, se obtienen a partir de Tx haciendo A=0, bo=0. bo=b =0 vy

= 1

K=bo=0 respectivamente.

Nuestro préximo paso sera cubrir el espacio A, bo' b’ con
piramides . Por lo tanto, debemos ver la manera de '"pegarlas”
utilizando para ello las ruatro orientaciones de los prismas que

figuran en la tabla.

Notacidédn: Con P(+++) indicaremos el prisma con AN > O, Aho > 0,
Ab1 > 0. En forma aniAloga notaremos las otras orientaciones. Por
ejemplo, P(-—+) representa el prisma con Ax < O, Abo < 0, Ab1 > Q.

Consideremos el nivel b1=5’. La distribucidn de los prismas puede

observarse en la figura VI,
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b =
L] /bo—x P(—=+)
o= - ——
L =N\ |Lr++
\-«r N bo
/
4o YN ) o
T o 4 — - - [
Yo+ e N\ |+
A
T \-s
- A
b =b
i 1
Figura V3
Sobre la bisectriz bo=" los prismas F(--+) no llevan el
> B P PP los
segmer to Pkpos' pues basta el segmento F’XPOi de

correspondientes prismas P(+++) para determinar la triangulacidén,

Esto se debe a que en este caso el segmento 5:5:‘ de P(+++) .no
coincide con el segmento ﬁ;ﬁ;; de P(~-+). Observemos que los
puntos generadores a de ambos prismas pertenecen al nivel b‘.

Los puntos generadores de los prismas P(++-) y P(-=-)

pertenecen al nive} 51+Ab1 (Ab‘ > 0).

Tomemos ahora como nuevo nivel a Bi-t-Ab1 y distribuyamns los
prismas de la misma forma que en el nivel anterior B’. Continuando
con este procedimiento, podremos cubrir todo el espacio A, bo' b‘

con piraAmides.,

Observacidén

En el nivel b£=0. los prismas cuvas \bases son simétricas
respecto a la bisectriz b°=x tienen la misma imagen en el plano
aoaz (region ao < (s74) a:). En partizular, la base de los prismas
P(+++) y P{—--+) ubicados sobre la bisectriz bo=K se transforma en
un "tridngulo” donde uroc de sus lados es parte de la parabola
a°=(1/4) a: (ver figura VII). Todo es consecuencia del hecho que

puntos simé “ricos respecto a b°=x tienen la misma imagen,
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7 b =X P
b 7 o
(o] 7 a
/ (o]
Ve
%\w :l Pt
N AN 7.
N \\‘{“‘\
\.‘ § \\\ .
‘// N \‘
RN\ P
X a,
Figura VII
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